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第一册前言

这套教材分三册出版．第一、二册讲述一元函数微积分，它的内容包括：实数、

极限理论，一元微积分，级数和广义积分．前六章和第九章的实数空间由我撰写，

一元的其余部分由沈燮昌教授撰写．第三册讲述m维 Euclid空间中的微积分，由
廖可人副教授和李正元副教授撰写．

教材内容的选取，基本上没有超出经数学、力学、天文学教材编审委员会 1980
年审订的教学大纲的范围．但由于对内容的理解和要求不同，在讲述上也会有所

差别．我们对内容的要求比我校六十年代教材要高些．比如一元部分较系统地讲

述凸函数和上、下极限，多元部分严格地讲述m元微积分和微分形式．个别可以不

讲的内容用星号 �标出．

本册教材的内容属于传统的内容，但希望在系统性、严格性、逻辑性上能处理

得更好些．比如讲述初等函数的连续性时，为了严格处理指数函数的连续性，有的

教材把它放在定积分之后讲，有的教材虽把它放在微积分之前讲，但讲得较麻烦．

本书对指数函数的处理，是为了解决上述的矛盾，而又保持逻辑上严格性的一个尝

试．又比如利用导数研究函数性质时，先讲Cauchy中值定理的两个应用，然后讲
Lagrange中值定理的两个应用（函数的升降与凹凸），最后讲函数升降与凹凸的两
个应用，这样逻辑上一环扣一环，使问题讲述显得干净、利索．

我们特别希望在内容讲法上有所突破，使它能帮助教师怎样去讲授这些内容，

能指导学生应该怎样去理解和掌握这些内容．

在讲授概念时，不仅讲概念的实际背景，还要求通过实际背景，把概念的每一

个符号、每一个式子的涵义揭示出来．比如讲序列极限时，通过求曲边三角形的

面积，分析为什么要“存在N”，为什么要“任给 "”，和极限定义中“四句话”的意义．

又比如讲微分时，通过求瞬时速度，分析为什么要求改变量的线性主部及其系数，

并指出线性主部和高阶无穷小项的意义，这样做更有利于学生理解概念的实质．

在讲定理的证明和公式的推导时，不仅要逻辑上清楚和注意表达的艺术，还要

求讲出内容之间的有机联系，分析证明的想法和揭露问题的本质．比如当极限四

则运算和幂指运算条件不满足时极限怎么求，引出 L’Hôpital法则；证明无穷与无
穷之比的不定型时，先分析证明困难所在和指出解决问题的办法；又比如由一次
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逼近（微分）的充要条件和逼近式的唯一性，引出高次逼近（Taylor公式）无充要条
件和逼近式的唯一性；对 Peano余项公式证明的分析，引出 Lagrange余项公式证
明的方法．这种从学生原有基础出发，引出不断地提出问题、分析问题的讲法，使

学生能更好地掌握证明的思想和方法．

一元微积分的一些概念和方法，差不多都可以从几何上给予解释，这样做不仅

使概念讲解得更活，也使学生的思维更加活跃．比如讲一致连续与不一致连续时，

结合曲线图形来看，如果曲线有一处坡度最陡则一致连续，如果曲线无限地变陡，

且没有坡度最陡的地方则不一致连续．这种“看图识字”的讲法，可以使学生记得

牢，学得活．

教材中配有大量例题，既有几何、物理方面的应用题，也有相当数量的计算和

推理题；既注意了演算的数量，也注意了解题的基本方法和特殊的技巧．在前面各

章、节附有一些思考题，这是考虑到学生初学微积分时，理解概念不深，这样做有利

于培养学生独立思考的能力．朱镕基

对实数与极限理论的处理，我们是分为两步进行教学的．在一元微积分之前，

严格讲述极限的定义、性质和运算．而在一元微积分之后，再讲述实数定义、确界

和极限存在性、连续函数性质证明．这时可以从一般空间观点来讲，即从空间的连

续性、紧性、完备性的观点来讲述．比如用连通性引入无理数，用连通的全序域定

义实数空间．根据几年来的教学实践，分两步教学的效果还是比较满意的．教材中

也为另一种讲法作了安排，可以把第二章的确界与第九章的实数公理系统作为预

备知识，把区间套和连续函数中间值定理的证明放到第三章，第九章只保留紧性、

完备性及其应用和上、下极限，这种讲法也是可取的．如果把紧性及其应用也放到

第三章，从逻辑顺序上看是完整些，学生接受来说也不会有什么困难，但对训练来

说可能难以保证．

作者二十几年来一直从事数学分析课程的教学工作，曾与许多同事一起工作

过，从他们那里学到不少有益的东西．特别在七十年代，教研室组织过多次极限和

微分概念的讨论，这些讨论使我受益匪浅．在这里向他们表示感谢．

本书由李正元副教授初审，沈燮昌教授统一全书．他们对本书提出了一些修

改的意见，书稿送出版社后，又经欧阳光中副教授与董延闿教授对本书作了认真细

致的审阅，提出了许多宝贵的修改意见，对他们的宝贵意见，我谨表示深深地谢意．

方企勤

1985年于北京大学数学系



第一册目录

第一册前言 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 3

第〇章 预备知识 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 9
§0.1 逻辑符号 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 9
§0.2 集合初步 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 9
0.2.1 集合表示法 (10) 0.2.2 集合的子集、包含、相等 (10) 0.2.3 集合的运算 (11)
§0.3 绝对值与不等式 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 12
复习题〇 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 13

第一章 函数 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 15
§1.1 函数概念 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 15
1.1.1 变量与常量 (15) 1.1.2 函数定义 (16) 1.1.3 函数的图象 (18)
习题 1.1 (19)
§1.2 函数的几种特性 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 20
1.2.1 函数的奇偶性 (20) 1.2.2 函数的单调性 (21) 1.2.3 函数的有界性 (21)
1.2.4 函数的周期性 (22) 习题 1.2 (23)
§1.3 复合函数与反函数 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 24
1.3.1 复合函数 (24) 1.3.2 反函数 (25) 习题 1.3 (27)
§1.4 基本初等函数 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 28
复习题一 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 32

第二章 极限 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 33
§2.1 序列极限的定义 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 33
2.1.1 概念引入 (33) 2.1.2 序列极限定义 (33) 习题 2.1 (33)
§2.2 序列极限的性质与运算 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 34
习题 2.2 (34)
§2.3 确界与单调有界序列 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 34
习题 2.3 (34)
§2.4 函数的极限 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 34
习题 2.4 (34)
§2.5 函数极限的推广 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 34
2.5.1 自变量趋于无穷的情形 (34) 2.5.2 无穷大量 (34) 2.5.3 单侧极限 (34)
2.5.4 极限存在性 (34) 2.5.5 复合函数求极限 (34) 习题 2.5 (34)



� 6 � 第一册目录

§2.6 两个重要极限 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 34
习题 2.6 (34)
§2.7 无穷小量的阶以及无穷大量的阶的比较 � � � � � � � � � � � � � 35
习题 2.7 (35)
§2.8 用肯定语气叙述极限不是某常数 � � � � � � � � � � � � � � � � � 35
2.8.1 极限不是某常数的肯定描述 (35) 2.8.2 序列极限与函数极限的关系 (35)
习题 2.8 (35)
复习题二 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 35

第三章 连续 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 36
§3.1 连续与间断 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 36
习题 3.1 (36)
§3.2 连续函数的性质 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 36
习题 3.2 (36)
§3.3 连续函数的中间值性质 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 36
习题 3.3 (36)
§3.4 初等函数的连续性 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 36
习题 3.4 (36)
§3.5 有界闭区间上连续函数的性质 � � � � � � � � � � � � � � � � � � 37
习题 3.5 (37)
复习题三 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 37

第四章 导数与微分 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 38
§4.1 导数概念 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 38
习题 4.1 (38)
§4.2 导数的几何意义与极限 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 38
习题 4.2 (38)
§4.3 导数的四则运算 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 38
习题 4.3 (38)
§4.4 复合函数求导 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 38
4.4.1 复合函数求导 (38) 4.4.2 隐函数微分法 (38) 4.4.3 对数微分法 (38)
习题 4.4 (38)
§4.5 反函数与参数式求导 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 39
4.5.1 反函数求导 (39) 4.5.2 参数式求导 (39) 4.5.3 极坐标式求导 (39)
习题 4.5 (39)
§4.6 微分 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 39
4.6.1 微分定义 (39) 4.6.2 微分与导数 (39) 4.6.3 微分的几何意义 (39)
4.6.4 一阶微分形式的不变形 (39) 4.6.5 微分的应用 (39) 习题 4.6 (39)



第一册目录 � 7 �

§4.7 高阶导数与高阶微分 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 39
4.7.1 高阶导数 (39) 4.7.2 Leibniz公式 (39)
4.7.3 其它函数关系的高阶导数 (39) 4.7.4 高阶微分 (39) 习题 4.7 (39)
复习题四 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 40

第五章 利用导数研究函数 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 41
§5.1 微分中值定理 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 41
习题 5.1 (41)
§5.2 L’Hôpital法则 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 41
5.2.1 0

0
型不定式 (41) 5.2.2 1

1
型不定式 (41) 5.2.3 其它类型不定式 (41)

习题 5.2 (41)
§5.3 Taylor公式 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 41
5.3.1 Peano余项的 Taylor公式 (41) 5.3.2 Lagrange余项的 Taylor公式 (41)
5.3.3 应用 (41) 习题 5.3 (41)
§5.4 函数的升降与极值 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 42
5.4.1 函数的升降 (42) 5.4.2 极值 (42) 5.4.3 函数在一点的升降 (42)
习题 5.4 (42)
§5.5 函数的凹凸与拐点 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 42
5.5.1 函数的凹凸性 (42) 5.5.2 应用 (42) 5.5.3 拐点 (42) 习题 5.5 (42)
§5.6 函数作图 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 42
习题 5.6 (42)
§5.7 方程求根 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 42
习题 5.7 (42)
复习题五 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 43

第六章 不定积分 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 44
§6.1 不定积分概念 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 44
习题 6.1 (44)
§6.2 积分表与线性性质 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 44
习题 6.2 (44)
§6.3 换元法 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 44
6.3.1 第一换元法 (44) 6.3.2 第二换元法 (44) 习题 6.3 (44)
§6.4 分部积分法 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 44
习题 6.4 (44)
§6.5 有理函数的积分 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 45
习题 6.5 (45)
§6.6 三角函数有理式的积分 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 45
习题 6.6 (45)



� 8 � 第一册目录

§6.7 无理函数的积分 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 45

6.7.1
Z
R

�
x，

m

r
axC b

cxC d

�
dx型积分 (45) 6.7.2 二项式微分式积分 (45)

6.7.3
Z
R

�
x，

p
ax2 C bxC c

�
dx型积分 (45) 习题 6.7 (45)

复习题六 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 45



第〇章 预备知识

§0.1 逻辑符号

为了书写方便，我们常采用以下一些逻辑符号．

设 S1，S2是两个陈述句，它们可以指命题也可以指条件．符号

S1 H) S2

表示命题（或条件）S1蕴涵命题（或条件）S2；符号

S1 () S2

表示命题（或条件）S1与命题（或条件）S2等价．

符号8表示任意取定，而符号 9表示存在．

孤立地看这些符号没有什么意思，但组合起来可以表示一句话，这句话可以是

正确的，也可以是错误的．比如

9x，使得
1

2
< x <

5

2
（正确）； 8x，9y，使得 xCy D 1（正确）；

8x，9y，使得 x > y （正确）； 9x，8y，使得 x > y （错误）．

后一句话是说，可以找到一实数，它比任何实数都大，这显然是错误的．

§0.2 集合初步

自Cantor在十九世纪末创建集合论以来，集合论的概念和方法已渗入到数学
的各个分支，成为数学的一种语言．集合论本身也发展成数学的一个分支，内容十

分丰富．

集合不能给予严格的定义，因为定义是用已知的概念去定义未知的概念．比

如有理数去定义无理数，这里我们认为有理数是已知的，若有人喜欢刨根问底，觉

得有理数是什么也不清楚，我们可以用整数来定义有理数，进一步用自然数来定义

整数，用集合来定义自然数．这个过程不可能无穷无尽下去，总有一个概念不能定

义，在数学里集合概念就到头了，不能再用其它的数学概念来定义．虽然如此，我
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们可以给集合一个描述．先看几个集合的例子：

(1) 所有自然数的全体为一集合，记作N；

(2) 所有小于 10并且是偶数的自然数全体为一集合；

(3) 方程 x2 C 5xC 4D 0的根全体为一集合；

(4) 具有北京市户口的人全体为一集合．
尽管集合没有定义，但我们能理解到它是什么意思．一般来说，把具有某种共

同特征的事物的全体叫集合，属于集合的每个个体叫作该集合的元素．

例 (1)中集合的特性是正整数，例 (4)中集合的特性是具有北京市户口．根据
给定的特性，我们可以判断每一个元素是属于这个集合，还是不属于这个集合．前

面三个例子是数集，例 (4)是非数集．以后我们只讨论数集．
集合用大写字母A，B，C ，X ，Y ，Z表示，元素用小写字母 a，b，c，x，y，z表示．

设A是一个集合，a是A的元素，记作

a 2 A；

反之，a不是A的元素，记作

a 2 A （或 a … A）．

0.2.1 集合表示法

集合有两种表示法：一是列举法，例如集合

AD f2，4，6，8g，

这种表示法是将集合的元素在花括弧内一一列举出来；另一种是描述法，例如集

合
AD

˚
x

ˇ̌
x2

� 5xC 4D 0
	
，

这种表示法将花括弧分两部分，用记号 j隔开，前面为元素的代表符号，用 x或其它

符号，后面为元素具有的性质．

第一种表示法在数学分析中用处不大，因为我们常用的集合为无穷个元素组

成，无法一一列出，例如所有实数的集合就不可能写出来．

集合 fx j a 6 x 6 b g称为闭区间，记作 Œa，b�；集合 fx j a < x < b g称为开区

间，记作 .a，b/；记号 .a，C1/，Œa，C1/，.�1，C1/可作类似理解．

0.2.2 集合的子集、包含、相等

两个集合A，B，若对任意 a 2 A，都有 a 2 B，这时集合A包含于集合B，称A

是B的子集，记作
A� B 或 B � A．

例如AD f1，2，3，4，5g，则集合

f1g， f1，2g， f1，3，5g

是A的子集．集合 f1g表示由 1这一元素组成的集合，概念上不同于元素 1本身，
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我们可以记
f1g � A， 1 2 A．

为了运算方便，我们把不含任何元素的集合称为空集，记作¿．例如˚
x

ˇ̌
x2

C 1D 0， x是实数
	

D ¿．

空集包含于任一集合，即
¿ � A．

否则，至少有一元素属于¿而不属于A，显然这是不可能的．

根据集合包含关系�的定义，显然有：A� A；若A� B，B � C，则A� C．

若两集合A，B满足A� B，且B � A，则称A与B相等，记作

AD B．

例如
f1，2，3，4g D f4，3，2，1g D f1，1，2，3，4g．

若A� B，且A¤ B，则称A是B的真子集，记作A¤ B．

0.2.3 集合的运算

集合除包含关系外，还可以考虑集合之间的并，交，差等运算．

给定集合A，B，集合A，B的并记为A[B，它是A，B全部元素组成的集合，定

义为
A[B ´

˚
x

ˇ̌
x 2 A或 x 2 B

	
．

用平面图形表示集合，图形的点表示集合的元素，则A，B图形合在一起就是

并集A[B的图形．如图 0.2.1所示．
由并集的定义，显然有：A[ ¿ D A；A[AD A；

A[B D B [A； （交换律）

.A[B/[C D A[ .B [C/． （结合律）

给定集合A，B，两集合的交记为A\B，它由A，B的公共元素组成，定义为

A\B ´
˚
x

ˇ̌
x 2 A与 x 2 B

	
．

集合A，B图形的公共部分（见图 0.2.2）就是交集的图形．

图 0.2.1 并集 图 0.2.2 交集 图 0.2.3 补集

由交集的定义，显然有：A\ ¿ D ¿；A\AD A；
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A\B D B \A； （交换律）

.A\B/[C D A\ .B \C/． （结合律）

并且，若A� B，则A\B D A．

给定集合A，B，两集合的差记为A�B或AnB，它是在A内而不在B内的元

素组成的集合（见图 0.2.3），定义为

A�B D
˚
x

ˇ̌
x 2 A，x 2 B

	
．

显然有

A�AD ¿； A� ¿ D A； ¿ �AD ¿； A�B D A� .A\B/．

假设我们所考察的集合都是更大集合X（如实数集）的子集，这时我们把A对

X 的差集称为A的补集，记为 {A，即

{A´X �A．

思考题 证明：

{A\ {B D {.A[B/； {A[ {B D {.A\B/．

§0.3 绝对值与不等式

设 x是实数，x的绝对值为一非负实数，记为 jxj，定义为：

jxj D

�
x， x > 0；

�x， x < 0．

例如 j3:5j D 3:5，而 j�3:5j D 3:5．

图 0.3.1 数轴

为说明绝对值的几何意义，我们作一直线，在直线上取

定方向，原点O和单位长度以后，就称此直线为一数轴．实

数可以与数轴上的点建立起一一对应，每一实数可用数轴

上一点来表示，不同的实数用数轴上不同的点表示，因此数

与点可以不加区分（严格来说，这一看似显然的事实只有

在第九章对实数理论进行严格讨论后才能成立，在这里，我

们不妨先承认之）．这时，jxj就表示点 x到原点O的距离．

由图 0.3.1可见：若 r > 0，点 x位于区间 .�r，r/上时，则点 x到原点的距离小

于 r；反之，若点 x到原点的距离小于 r，则点 x位于区间 .�r，r/上，即得

性质 0.3.1 若 r > 0，则

jxj< r () �r < x < r．

容易证明

性质 0.3.2 给定实数 x，y，有
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jxCyj 6 jxj C jyj，

当且仅当 x与 y同号时，上式等号成立．

用数学归纳法容易得到

推论 0.3.1 对任意 a1，a2， : : : ，an 2 R，有ˇ̌̌ nX
kD1

ak

ˇ̌̌
6

nX
kD1

jakj．

推论 0.3.2 ˇ̌
jxj � jyj

ˇ̌
6 jx�yj．

证明 由
jxj D jx� yCyj 6 jx�yj C jyj，

可得
jxj � jyj 6 jx�yj．

同理
jyj � jxj 6 jy � xj D jx�yj，

所以 ˇ̌
jxj � jyj

ˇ̌
6 jx�yj． �

性质 0.3.3
jx �yj D jxj � jyj．

分情况讨论易知上式成立．

需要注意的是 p
x2 D jxj，

因为左边取算术平方根是一个非负实数．

复习题〇

1. 用数学归纳法证明下列各题．
(1) 1

1 � 2
C

1

2 � 3
C �� � C

1

n.nC 1/
D 1�

1

nC 1
；

(2) 12 C 22 C �� � Cn2 D
1

6
n.nC 1/.2nC 1/；

(3) jsinnxj 6 njsinxj；

(4) cos˛ � cos2˛ � � � � � cos2n˛ D
sin2nC1˛

2nC1 sin˛，其中 ˛ ¤ kπ，k为整数．
2. 证明，如果论断

1C 2C �� � CnD
1

2

�
nC

1

2

�2

对 nD k是成立的，则这个论断对 nD kC 1也是成立的．解释这个论断不是对

任意 n成立．

3. 设 x > �1，且 x ¤ 0，n> 2，证明，

.1C x/n > 1Cnx．



� 14 � 第〇章 预备知识

4. 证明，
(1)

�
1C

1

n� 1

�n

>
�
1C

1

n

�nC1

，n> 2；

(2)
�
1C

1

n� 1

�n�1

<
�
1C

1

n

�n

，n> 2；

(3)
�
1C

1

n

�n

< 4，n> 1．

5. 设 n> 1，证明， 2nX
kDnC1

1

k
D

2nX
kD1

.�1/kC1

k
．

6. 证明 ja� bj 6 jaj C jbj．判断并说明下面证法的正确性．

ja� bj 6 jaC bj 6 jaj C jbj．

7. 证明， ˇ̌̌ nX
kD1

ak

ˇ̌̌
> ja1j �

nX
kD2

jakj．

8. 解下列不等式．
(1) jx� 1j< 3； (2) j3� 2xj< 1； (3) j1C 2xj 6 1；

(4)
ˇ̌̌
5�

1

x

ˇ̌̌
< 1； (5) jx� 1j> 2； (6) jxC 2j> 5；

(7) jx2 � 2j 6 1； (8) jx� 5j< jxC 1j．

9. 设 a < c < b，证明，
jcj 6 max

˚
jaj， jbj

	
．

10. 证明， jaC bj

1C jaC bj
6

jaj

1C jaj
C

jbj

1C jbj
．

11. 证明，

maxfa，b g D
aC b

2
C

ja� bj

2
， minfa，b g D

aC b

2
�

ja� bj

2
．

并解释其几何意义．

12. 证明，
jaC bj

p 6 2p max
˚

jaj
p， jbj

p
	
， p > 0．

13. 设 a，b > 0，证明，

(1) .aC b/p > ap C bp，p > 1； (2) .aC b/p 6 ap C bp，0 < p < 1．

14. 证明，对任意实数 a，b，有

max
˚

jaC bj， ja� bj， j1� bj
	

>
1

2
．

15. 证明，
1

4n
<

�
1 � 3 � 5 � � � � � .2n� 1/

2 � 4 � 6 � � � � � .2n/

�2

<
1

2n
．

16. 令An D

nY
kD1

.1C ak/，Bn D

nY
kD1

�
1C jakj

�
，证明，

jAn � 1j 6 Bn � 1．



第一章 函 数

§1.1 函数概念

高等数学与初等数学的区别，在于研究的对象和研究的方法不同．初等数学

研究的对象主要是常量，例如追赶问题中，已知甲、乙的速度与出发时间，要求甲追

上乙的时间，这里要求的只是一个数量——时间；而高等数学所研究的对象是事

物的运动规律和现象的变化规律．比如考察初速度为零的物体，在真空中自由下

落时，Galileo发现物体下落的距离与下落的时间平方成正比．怎么由这一运动规
律，求出物体速度和加速度时间的变化规律．这里我们要求的已不是一个数，而是

物体的运动规律．在某种意义上，我们可以说初等数学主要是常量的数学，高等数

学是变量的数学．

1.1.1 变量与常量

在生产与生活中，我们接触到各种各样的量．有些量在考察过程中是变化的，

取着不同的数值，我们称之为变量；有些量在考察过程中是不变化的，取相同的

值，我们称之为常量．

比如火车出战、进站、过桥、拐弯时，速度是在变的，速度时快时慢，所以从考察

全行程来说，火车的速度为一变量．若考察火车行驶在两站之间某一行程时，火车

的速度也可以是常量．又比如地面两观察站，观察空中卫星的位置时，观察站与卫

星间的距离及联线间的角度是变量，但构成三角形的内角和是不变的，为一常量．

需要指出的是，常量与变量是相对的．一是指实践中把一个量究竟作为变量

处理，还是作为常量处理是相对的．比如重力加速度 g，在有的问题中我们把各地

的 g看成常量，但在重力探矿中就必须把 g看成变量．一是指数学上常量与变量

的区分也是相对的，常量我们也把它看作变量，但这变量在变化过程中总是取同一

个数值．这样一来，我们可以说两个变量之和仍为一变量．否则我们只能说，两个

变量之和，一般来说是变量，但在特殊情况下也可以为一常量，显然这对讨论问题

带来很大的不便．

习惯上，变量常用字母 x，y， t 来表示，常量常用字母 a，b，c等表示．
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还需要指出的是，严格的讲法，应该是从集合出发，只有元素属于或不属于集

合的区分，没有常量与变量的区分，所谓“变量”不过是集合元素的代表符号．我们

这里采用常量、变量等术语，是为了使问题显得形象、直观，以便于初学者理解，而

不拘泥于术语上的严格性．

1.1.2 函数定义

在实际问题中，我们关心的不是孤立的量，而是量与量之间的依赖关系，即每

一量如何随着另一量的变化而变化．这里我们暂时只限于讨论两个变量的情形，

并从几个具体的例子来说明量与量之间存在的依赖关系．

例 1.1.1 在重力作用下，物体从离地面高为 h米处自由下落，不计空气阻力

时，下落路程 s与时间 t 满足关系式：

s D
1

2
gt2， 06 t 6

r
2h

g
． (1.1.1)

图 1.1.1

这里 g D 9:8m/s2是重力加速度，它是常量．t与 s是物

体下落过程中的两个变量，当 t D 0时，s D 0；当 t D
p
2h=g

时，得 s D h，表示物体已经到达地面．所以 t 的变化范围是

从 0到
p
2h=g，在这范围内，g的每一个值，由公式 (1.1.1)即

可得到对应 s的值．公式 (1.1.1)给出了变量 s与变量 t 之间

的依赖关系，即所谓的函数关系．

例 1.1.2 气象台用自动记录器画出了当地某一天的气

温变化图（图 1.1.1），图中纵轴表示气温 T .ıC/，横轴表示时间 t（小时）．

从 0到 24小时内的任一时刻 t的值，根据这条曲线，就可以找出气温 T 的唯一

确定的值与之对应．这条曲线给出了变量 T 与变量 t 之间的函数关系．

例 1.1.3 给定正实数 x，考虑所有不超过 x的素数个数N．

对于区间 .0，C1/内每一 x，根据上述对应规则，总有唯一的非负整数N 与其

对应，为了表示N 依赖于 x，我们记作N D π.x/．显然N 与 x没有确切的公式，也

没有N 与 x的图象曲线，但N 与 x的对应关系是客观存在的，所以我们说这个对

应关系，给出了N 与 x之间的函数关系．

由上面例子可以看出，变量间有没有函数关系，在于有没有对应关系，不在于

有没有公式或图象．这样，就有函数的如下定义．

定义 1.1.1 给定集合X，若存在某种对应规则 f，对于X 中每一元素 x 2 X，

都有实数集R中唯一的元素 y与之对应，则称 f 是从X 到R的一个函数，记作

f W X ! R．

函数 f 在 x点的值记作 y D f .x/，而X称为函数 f 的定义域，x称为自变量，y称

为因变量．
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例 1.1.1中对应规则 f 为： 1

2
g. /2，

即先对自变量作平方运算，然后再乘常数 g=2，函数的定义域为闭区间 Œ0，
p
2h=g�；

例 1.1.2中对应规则 f 为给定的曲线，函数的定义域为 Œ0，24�；

例 1.1.3中对应规则 f 为不超过自变数的素数个数，函数的定义域为开区间

.0，C1/．

函数定义中包含两个要素，对应规则与定义域．对应规则比能求值的公式更

为一般，有了能求值的公式当然就有对应规则，但有对应规则不一定存在能求值的

公式．所以在函数定义中我们只说：“有实数集R中唯一的元素 y与之对应”，而不

说“能求出实数 y与之对应”．从函数定义来说，没有求定义域的问题，但在习惯上

函数往往是通过公式给出的，这时候，使式子有意义的自变量取值范围就称为函数

的定义域．

在定义中，我们把对应规则 f 称为函数，而把 f .x/称为函数值．严格来说，对

应规则不是数，是某种规则，而函数值是数，这两者是不同的．例如 y D sinx，无论
y或 sinx都不能说是 x的函数，而是函数值，函数是 sin．知道函数我们可以确定各
点的函数值；反之，知道各点的函数值，也就确定了一个函数．比如给定 y D f .x/，

x 2X，则由它所确定的函数的平方记为 f 2，

f 2
W x 7�!

�
f .x/

�2
， x 2X．

在分析范围内，除去今后要讲的微分概念及外微分概念之外，我们常把函数与

函数值不加区分，函数可以用 f，也可以用 f .x/或 y D f .x/来表示，函数值则用

f .x/表示．

设A是X 的子集，函数 f 在X 上定义，我们称函数

' W x 7�! f .x/， x 2 A，

为函数 f 在A上的限制函数，记作 f
ˇ̌
A
；相反，函数 f 就称为函数 '在X上的扩

充或延拓．

如果两个对应关系有相同的定义域和相同的对应规则，不管变量采用什么记

号，都认为是同一个函数．例如

y D πx2， x 2 Œ0，C1/， AD πR2， R 2 Œ0，C1/，

应认为是同一个函数．

对不同的函数，可以用不同的字母如 g，h或 '， 等表示．如果 f .x/表示某一

函数，而 g.x/为另一函数，若它们的定义域X相同，且对任意 x 2X，都有

f .x/D g.x/，

则称这两个函数相等．例如在R上，函数 f .x/D 2cos2x � 1与 g.x/D 1� 2sin2x

是相等的．
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下面再举几个函数的例子．

例 1.1.4 绝对值函数

y D jxj D

�
x， x > 0；

�x， x < 0．

这个函数的对应规则是：在 x > 0时按公式 y D x计算函数值；在 x < 0时按

公式 y D �x计算函数值．从函数定义来看，它是定义在R上的一个函数，称为分

段定义的函数，而不是两个函数．

例 1.1.5 取整函数 y D Œx�，记号 Œx�表示不超过 x的最大整数．

当 x D 3:5时，Œ3:5�D 3；当 x D 3时，Œ3�D 3；当 x D �3:5时，Œ3:5�D �4．一般

有
Œx�6 x < Œx�C 1．

这个例子中，事实上我们先给出了对应规则，然后用记号 Œ �表示这一对应规

则，记号用熟了以后，也可以说是公式．所以，一些最基本的公式，实质上是对应规

则的符号表示．例如 y D sinx，是先有角边对应规则，然后引入符号 sin表示这一
对应规则．

例 1.1.6 常值函数 y D C．

它的对应规则是：对于自变量 x的每一个值，都用常数C 与之对应．这个例

子说明函数定义中“有唯一的 y值与之对应”，指的是单值的意思，即只有一个 y值

与之对应，不是指一一对应，即不要求对不同的 x，有不同的 y与之对应．

1.1.3 函数的图象

函数的公式表示法，有它的优缺点．优点是便于计算、便于推理，但缺点是不

直观、不形象．而我们考虑的问题，寻找方法时，常常凭借函数的直观形象，所以有

必要讨论函数的图象表示．

给定 x 2 X，求出函数值 f .x/，以 x为横坐标，以 f .x/为纵坐标，可以画出平

面上一点
�
x，f .x/

�
．然后让点 x在定义域X 上变化，相应的点

�
x，f .x/

�
就画出平

面上一条曲线 y D f .x/，这条曲线就称为函数 f .x/的图象．

定义 1.1.2 称平面上点集

D D
˚�
x，f .x/

� ˇ̌
x 2X

	
为函数 f .x/的图象．

一般来说，函数的图象为一曲线，函数不同，所画出的曲线也不同．给定一曲

线（设曲线与垂直线最多只有一个交点），也就是给定一个函数，所以函数与上述曲

线可以不加区分，把函数说成曲线，也可以把曲线说成函数．

图 1.1.2，图 1.1.3和图 1.1.4分别给出了例 1.1.4，例 1.1.5和例 1.1.6的图象．
并不是每一个函数的图象都能画出来．比如数学上有名的Dirichlet函数，它
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图 1.1.2 图 1.1.3 图 1.1.4

对人们提高函数概念的认识是有意义的，其定义为：

D.x/D �Q.x/´

�
1， x 2 Q；

0， x 2 R � Q:

函数也可以解释成变换、映照或映射，它把集合X 中的点，变为集合˚
f .x/

ˇ̌
x 2X

	
中的点．上述集合称为函数的值域，记作 f .X/．设点 x 2X，称 yDf .x/是 x的象，

而 x则称为 y的原象．这时例 1.1.4，例 1.1.5和例 1.1.6的函数可分别用图 1.1.5，图
1.1.6和图 1.1.7来表示．

图 1.1.5 图 1.1.6 图 1.1.7

习题 1.1

1. 判断并说明下列函数是否相等．
(1) f .x/D

x� 1

x2 � 1
， g.x/D

1

xC 1
； (2) f .x/D x， g.x/D .

p
x/2；

(3) f .x/D loga x
2， g.x/D 2 loga x； (4) f .x/D

p
xC 1 �

p
x� 1，g.x/D

p
x2 � 1．

2. 设
f .x/D

�
xC 1， x 6 1；

x2， x > 1．

求 f .x/，f
�
f .1/

�
．

3. 设 f .x/D 2x2 C 2x� 4．求 f .1/，f
�
f .1/

�
，f .x2/，f 2.x/，f .�x2/，f .aC b/，f .a/Cf .b/．

4. 设 f .x/D
xC 2

xC 1
．

(1) 求 f .1/，f
�
f .1/

�
，f

�
f

�
f .1/

��
； (2) 求 f .

p
2/；

(3) 证明，对任意 x > 0，且 x ¤
p
2，有 jf 2.x/� 2j< jx2 � 2j．

5. 确定下列函数的定义域．
(1) y D

r
log 1

4
.5x� x2/； (2) y D

1

x
�

p
2x2 C 5xC 3；

(3) y D
p

cosx2； (4) y D log
�

sin π
x

�
．
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6. 确定函数 y D
p
x� x2的定义域和值域．

7. 作出下列函数的图象．
(1) y D jx� 1j； (2) y D x� Œx�； (3) y D log.1C x/；

(4) y D logax，aD ˙2； (5) y D 3sin2
�
xC

π
8

�
； (6) y D 3sin

�
2xC

π
8

�
．

8. 作出函数 y D jx� aj C
1

2
jx� bj的图象，其中 a < b．

9. 设 f .x/如图 1.1.8所示，试写出其表达式，并作出下列函数的图象．
(1) y D f .�x/； (2) y D �f .x/； (3) y D jf .x/j；

(4) y D f .jxj/； (5) y D f
�x
2

�
； (6) y D f .2x/．

10. 某水渠的横断面是一个等腰梯形（见图 1.1.9），底宽 2米，坡度为 1 W 1（即倾角为 45ı），称

ABCD为过水断面，确定过水断面的面积 S 与水深 h的函数关系．

图 1.1.8 图 1.1.9

图 1.1.10 图 1.1.11

11. 一窗户（见图 1.1.10）下面为矩形，上面为半圆形，周长为 `，试将窗户的面积表示成底边 x的

函数．

12. 梯形如图 1.1.11所示，当一垂直于 x轴的直线扫过该梯形时，若直线的垂足为 x .x 2 R/，试

将扫过面积表示为 x的函数．

§1.2 函数的几种特性

1.2.1 函数的奇偶性

设函数 y D f .x/的定义域X 关于原点对称，即 x 2 X 时，有�x 2 X．若函数

满足，对任意 x 2X，都有
f .�x/D �f .x/， (1.2.1)

则称 f .x/是奇函数；若函数满足，对任意 x 2X，都有

f .�x/D f .x/， (1.2.2)
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则称 f .x/是偶函数．

奇函数的图象是关于原点对称的．因为由 (1.2.1)，若
�
x，f .x/

�
在图象上，则它

的关于原点对称的点
�
�x，�f .x/

�
D

�
�x，f .�x/

�
也在图象上（见图 1.2.1）．

偶函数的图象是关于 y轴对称的．因为由 (1.2.2)，若
�
x，f .x/

�
在图象上，则它

的关于 y轴对称的点
�
�x，f .x/

�
D

�
�x，f .�x/

�
也在图象上（见图 1.2.2）．

图 1.2.1 奇函数 图 1.2.2 偶函数

例如函数 y D cosx，y D x2是偶函数，函数 y D sinx，y D x3是奇函数，而函

数 y D sinxC cosx既非奇函数也非偶函数．

1.2.2 函数的单调性

设函数 f .x/在区间X 上有定义，若对任意 x1，x2 2X，且 x1 < x2时，有

f .x1/6 f .x2/
�
f .x1/> f .x2/

�
，

则称 f .x/在此区间上单调上升或单调递增（单调下降或单调递减）．

又若 x1 < x2时，有

f .x1/ < f .x2/
�
f .x1/ > f .x2/

�
，

则称 f .x/在此区间上严格单调上升或严格单调递增（严格单调下降或严格单调递

减）．

上述函数统称为单调函数．

例如 y D x2在 .0，C1/上严格单调上升，在 .�1，0/上严格单调下降；y D x3

在R上严格单调上升；y D Œx�在R上单调上升．

1.2.3 函数的有界性

图 1.2.3 有界函数

设函数 f .x/在X 上有定义，若存在M > 0，使得对于

任意 x 2X，都有
jf .x/j 6M ，

则称函数 f .x/在X 上是有界的．

例如函数 y D sinx在R上是有界的，因为取M D 1，对

任意 x 2 R，都有 jsinxj 6 1．

函数在X上有界，从几何上看，即它的图象（见图 1.2.3）
位于直线 y D �M 与 y DM 之间．那么函数 f .x/在X 上

无界，即找不到直线 y DM 和 y D �M，使曲线全部落在两直线之间．这么说不好
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检验，为了便于检验，我们不妨换一种方式来说：函数 f .x/在X上无界，即任意取

直线 y DM 和 y D �M，曲线不全落在两直线之间（若曲线全落在两直线之间，必

然导致函数有界），而曲线不全落在两直线之间，意味着总有一点落在两直线之外．

于是，我们就得到了函数 f .x/在X 上无界的定义：

设函数 f .x/在X 上有定义，若对于任意M > 0，都存在 x0 2X，使得

jf .x0/j>M ，

则称函数 f .x/在X 上是无界的．

例如函数 f .x/D
1

x
在 .0，C1/上无界．因为对任意M >0，可以取 x0 D

1

2M
2

.0，C1/，
f .x0/D 2M >M ，

所以函数在 .0，C1/上无界．

我们可以发现一条规律，只要把有界定义中的“存在”换成“任意”，“任意”换

成“存在”，“6”换成“>”，就是函数无界的定义．

1.2.4 函数的周期性

设函数 f .x/在R上有定义，若存在 ` > 0，使得对任意 x 2 R，都有

f .xC `/D f .x/，

则称 f .x/是周期函数，而 `称为函数 f .x/的一个周期．

显然周期函数有无穷多个周期．假如 `是函数的周期，则有

f .xC 2`/D f
�
.xC `/C `

�
D f .xC `/D f .x/，

所以 2`也是 f .x/的周期．一般地，有

f .xC k � `/D f .x/，

其中 k为正整数．

若无穷多个周期 `中，有一个最小的正数 T，则称 T 为周期函数 f .x/的最小

正周期，简称周期．

例如，正弦函数 y D sinx是周期为 2π的函数，因为

sin.xC 2π/D sinx．

不在整个实轴上定义的函数，也可以讨论它的周期性．比如正切函数 t D tanx
的定义域为实轴除去点

x D

�
kC

1

2

�
π， k D 0，˙1，˙2， : : : ，

同样可以讨论它的周期性．因为

tan.xC π/D tanx，

所以 tanx是周期为 π的周期函数．
既然周期函数的值每隔一个周期都是相同的，所以给周期函数作图时，只要作
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出一个周期的图象，然后周而复始的画这图象，即得整个周期函数的图象．

对Dirichlet函数D.x/而言，任何有理数 `都是它的周期．因为有理数之和为

有理数，无理数与有理数之和为无理数，所以

D.xC `/DD.x/，

但它没有最小的正周期．

习题 1.2

1. 对下列函数
(1) y D jsinxj； (2) y D x� Œx�； (3) y D tanjxj；

(4) y D sec2x； (5) y D cosxC sinx； (6) y D
p
x.2� x/，

分别讨论

(1) 函数的定义域和值域； (2) 函数的奇偶性；
(3) 函数的周期性； (4) 作出函数的图象．

2. 证明 y D log
�
xC

p
1C x2

�
在R上是奇函数，且严格单调上升．

3. 设 f .x/在R上为奇函数，且在 Œ0，C1/上严格单调上升，证明 f .x/在R上严格单调上升．

4. 设 f .x/D
p
x .06 x < 1/．

(1) 将 f .x/延拓到 .�1，1/上，使其成为偶函数；

(2) 将 f .x/延拓到R上，使其成为周期为 1的周期函数．

5. 设 f .x/在 Œ0，a/上有定义，这里 a > 0．

(1) 将 f .x/延拓到 .�a，a/，使其成为偶函数；

(2) 将 f .x/延拓到R上，使其成为周期为 a的周期函数．

6. 证明，两个奇函数之积为偶函数，而奇函数与偶函数之积为奇函数．
7. 证明，任一在R上定义的函数都可分解为奇函数与偶函数之和．

8. 设 f .x/是周期为 T .T > 0/的周期函数，证明，f .�x/也是周期为 T 的周期函数．

9. 设 f .x/，g.x/为R上的单调函数，证明，f
�
g.x/

�
也是R上的单调函数．

10. 设 f .x/在 .0，C1/上定义，x1，x2 > 0．证明，

(1) 若 f .x/

x
单调下降，则 f .x1 C x2/6 f .x1/Cf .x2/；

(2) 若 f .x/

x
单调上升，则 f .x1 C x2/> f .x1/Cf .x2/．

11. 设 x1，x2 > 0．证明，

(1) .x1 C x2/
p 6 xp

1
C xp

2
，0 < p 6 1； (2) .x1 C x2/

p > xp

1
C xp

2
，p > 1．

12. 设f .x/，g.x/在 .a，b/上单调上升．证明，max
˚
f .x/，g.x/

	
和min

˚
f .x/，g.x/

	
也在 .a，b/上

单调上升．

13. 用肯定语气叙述，在R上，

(1) f .x/不是奇函数； (2) f .x/不是周期函数；
(3) f .x/不是单调上升函数； (4) f .x/不是单调函数．

14. 用肯定语气叙述，
(1) f .x/在 .a，b/上无上界； (2) f .x/在 .a，b/上没有零点；

(3) f .x/在 .a，b/上没有比中点函数值更大的点；

(4) f .x/在 .a，b/上没有左边函数值比右边函数值都小的点．
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§1.3 复合函数与反函数

这节我们将讨论函数的运算．函数除加、减、乘、除四则运算外，还有复合函数

与反函数的运算．有了函数的运算，才能使我们从几个已知函数出发，构造出许许

多多新的函数．

设 f .x/，g.x/在X上定义，则

f .x/˙g.x/， f .x/ �g.x/，
f .x/

g.x/

�
g.x/¤ 0

�
也是X 上的函数．四则运算没有什么新的内容，需要讨论的是复合函数与反函数．

1.3.1 复合函数

例如函数
y D sinx2，

可以看成是函数 y D sinu和 uD x2的复合，这时函数 sinx2就称为函数 y D sinu
和 uD x2的复合函数．一般地，有如下的定义．

定义 1.3.1 设函数 y D f .u/的定义域包含函数 uD g.x/的值域，则在函数

g.x/的定义域X 上可以确定一个函数

y D f
�
g.x/

�
，

称为 g与 f 的复合函数，有时也记作 f Bg．

变量 u称为中间变量，给定自变量 x 2X，通过对应规则 g，确定中间变量 u，再

通过对应规则 f，确定出因变量 y，这样就建立起自变量 x与因变量 y之间的对应

规则 f Bg．

我们知道，函数概念中主要是对应规则、定义域和值域．至于自变量和因变量

采用什么记号是无关紧要的．所以只要 f .x/的定义域包含 g.x/的值域，就可以讨

论复合函数 f
�
g.x/

�
．

若函数 f .x/的定义域包含 g.x/的值域，并且函数 g.x/的定义域包含 f .x/的

值域，那么复合函数 f Bg与 g Bf 存在．一般来说，

f Bg ¤ g B f．

例如 f .x/D sinx，g.x/D x2，则

sinx2
¤ .sinx/2．

这说明复合函数与四则运算不同，它没有交换律．容易证明结合律是成立的，即

f B .g Bh/D .f Bg/ B h．

以后应用时，既要会把几个简单函数复合成一个函数，也要会把一个函数拆成

几个简单函数的复合．
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1.3.2 反函数

在圆面积公式
S D πR2

中，R是自变量，而 S为因变量，表示圆的面积随半径的变化而变化．事实上，半径

R与面积 S 同时发生变化，很难说哪个先变，哪个后变，因此没有理由一定要把R

取作自变量，也可以把面积 S 取作自变量，这时半径R就是面积 S 的函数

RD

r
S

π
，

这个函数就称为原来面积函数的反函数．

讨论复合函数运算时，我们对函数的定义域和值域加以限制，而对对应规则没

有什么限制．讨论反函数时，我们需要对对应规则加以限制，只有具有一一对应的

函数才能求反函数．

一一对应其实不是新的概念．例如如所有实数与实轴上的点是一一对应的；

班上每个同学与其学号是一一对应的．确切说有下面的定义．

定义 1.3.2 设 f .x/在X 上有定义．对任意 x1，x2 2X，若

x1 ¤ x2 H) f .x1/¤ f .x2/，

或
f .x1/D f .x2/ H) x1 D x2，

则称函数 f 在X 上是一一对应的．

所以，一一对应的函数就是把不同的 x变成不同的 y，具体证明时，常采用等

号形式比较方便．

一一对应的函数必有反函数存在．

定义 1.3.3 设 y D f .x/在X 上一一对应，值域为 Y，对于任意 y 2 Y，用满

足 f .x/ D y的唯一确定的 x 2 X 与之对应，由这样的对应关系所确定的函数

x D f �1.y/，就称为原来函数 y D f .x/的反函数．

函数与反函数的对应规则、定义域和值域是不同的，反函数的定义域和值域，

恰好是原来函数的值域和定义域，即

f W X ! Y H) f �1
W Y !X．

显然有
f �1

Bf D idX ， f Bf �1
D idY ， .f �1/�1

D f W X !X ，

其中 idX 表示集合X 上的恒等变换．

易知严格单调函数是一一对应的，所以严格单调的函数，必有反函数存在．反

之，一一对应的函数，不一定是严格单调的．例如下列函数（见图 1.3.1）

f .x/D

�
x， 06 x < 1；

3� x， 16 x 6 2．
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在 Œ0，2�上是一一对应的，但不是单调函数．这个函数的反函数仍是它自己．

图 1.3.1 图 1.3.2

下面讨论反函数的图象．因为从方程的观点来看，函数与反函数没有什么区

别，点 .x，y/满足方程 y D f .x/，也一定满足方程 x D f �1.y/．所以，取 x为自变

量画出的函数曲线 y D f .x/，若改取 y为自变量，它就是反函数 x D f �1.y/的曲

线（见图 1.3.2）．这样观察反函数曲线时，就要沿着 y轴去看，很不方便．习惯上

我们把自变量轴放在水平位置，为此，只要把 xy平面绕直线 y D x选择 180ı，y

轴就转到水平位置，x轴转到垂直位置，旋转后的曲线就是反函数 x D f �1.y/的

图象（见图 1.3.3）．又一个习惯，当单独讨论反函数时，总是把自变量用 x来记，因

变量用 y来记，所以旋转后，再把记号改过来，把 x改成 y，y改成 x，即为反函数

y D f �1.x/的图象（见图 1.3.4）．反函数与原函数放在一起讨论时，仍将反函数记
为 x D f �1.y/．

图 1.3.3 图 1.3.4

需要指出的是，变量记号不是本质的，我们可以把 x D f �1.y/，y 2 Y，称为

y D f .x/的反函数，同样，我们也可以把 y D f �1.x/，x 2 Y，称为函数 y D f .x/的

反函数．

反函数还有另一种定义，正如实数 a的倒数有两种定义（一种是：a¤ 0，称 1=a

为 a的倒数；令一种是：若存在 b 2 R，使得 a � b D 1，则称 b为 a的倒数）一样，反

函数也可以用复合函数来定义．我们把它写成定理．

定理 1.3.1 给定函数 y D f .x/，其定义域和值域分别记作X 和 Y，若在集合

Y 上存在函数 g.y/，满足对任意 x 2X，都有

g
�
f .x/

�
D x，

则对任意 y 2 Y，有
g.y/D f �1.y/．



§1.3 复合函数与反函数 � 27 �

证明 问题是要证 y D f .x/的反函数 x D f �1.y/存在，且等于 g.y/．

先证明反函数存在，即要证 f .x/在X上是一一对应的．事实上，对于任意 x1，

x2 2X，若 f .x1/D f .x2/，由定理条件

g
�
f .x1/

�
D x1， g

�
f .x2/

�
D x2．

由于函数 g.y/在同一点的函数值应相同，因此 x1 D x2，这就确保了函数 f .x/在X

上是一一对应的．

其次证明 g.y/D f �1.y/．事实上，对于任意 y 2 Y，因 y属于 f .x/的值域，所

以存在 x 2X，使得
y D f .x/．

由反函数定义
x D f �1.y/，

又由定理条件可知
g.y/D g

�
f .x/

�
D x，

结合以上两式，即可得到
g.y/D f �1.y/． �

习题 1.3

1. 设 f .x/D
1� x

1C x
，证明，f

�
f .x/

�
D x．

2. 设 f .x/D
axC b

cxC d
，确定 f

�
f .x/

�
D x的条件．

3. 确定下列函数的反函数及其定义域．
(1) y D

1

2

�
x�

1

x

�
，x 2 .0，C1/； (2) y D

1

2

�
ex � e�x

�
，x 2 R．

4. 在下列指定定义域上确定函数 y D
1

2

�
xC

1

x

�
的反函数．

(1) 0 < jxj< 1； (2) jxj> 1．

5. 若 f .x/是一一对应的奇函数，证明其反函数也是奇函数．

6. 讨论函数 y D x� "sinx .0 < " < 1/的反函数的存在性．
7. 设 f .x/D arccosx，而 g.x/D sinx．确定复合函数 f

�
g.x/

�
和 g

�
f .x/

�
的定义域和值域，并作

出它们的图象．

8. 设
f .x/D

�
�x� 1， x 6 0；

x， x > 0，
g.x/D

�
x， x 6 0；

�x2， x > 0．

确定复合函数 f
�
g.x/

�
和 g

�
f .x/

�
．

9. 设 f .x/D
x

p
1C x2

，确定 n次复合函数 .f Bf B � � � B f /.x/．

10. 设 f .x/D j1C xj � j1� xj，确定 n次复合函数 .f Bf B � � � B f /.x/．

11. 若 f .x/在R上定义，且 f
�
f .x/

�
� x．

(1) 确定这种函数的数量；
(2) 在要求 f .x/在R上严格上升的条件下，重新确定这种函数的数量．

12. 若 f .x/，g.x/可以按两种顺序复合，且 f Bg D g B f，判断并说明 f 与 g是否互为反函数．

13. 设函数 y D f .x/的定义域为X，值域为 Y，函数 z D g.y/的定义域为 Y，值域为Z．证明，函

数 z D g
�
f .x/

�
有反函数当且仅当 f .x/和 g.y/都有反函数，且 .g B f /�1 D f �1 Bg�1．



� 28 � 第一章 函 数

§1.4 基本初等函数

常数函数、幂函数、指数函数、对数函数、三角函数和反三角函数，这六种函数

统称为基本初等函数．

基本初等函数经过有限次加，减，乘，除，复合运算所得到的函数，称为初等函

数．要研究初等函数，首先就要熟悉基本初等函数的性质．基本初等函数的简单性

质，在初等数学中已经讨论过，这里只是结合图象把它们的性质复习一下．

一、常数函数

常数函数 y D C .x 2 R/的图象是通过 .0，C/点，且平行于 x轴的直线（见图

1.4.1）．

二、幂函数

图 1.4.2是幂函数 y D x˛ .0 < x <C1，˛ ¤ 0/的图象．

当 ˛ > 0时，函数 y D x˛在 .0，C1/上严格上升；而当 ˛ < 0时，函数 y D x˛

在 .0，C1/上严格下降．

函数 y D x˛与 y D x
1
˛ 互为反函数．

图 1.4.1 常数函数 图 1.4.2 幂函数

图 1.4.3 指数函数 图 1.4.4 对数函数

三、指数函数

图 1.4.3是指数函数 y D ax .a > 0，a¤ 1/的图象．

当 a > 1时，函数 y D ax在R上严格上升；而当 a < 1时，函数 y D ax在R上

严格下降．

四、对数函数

图 1.4.4是对数函数 y D loga x .a > 0，a¤ 1，0 < x <C1/的图象．
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当 a > 1时 y D loga x在 .0，C1/上严格上升；而当 a < 1时，函数 y D loga x

在 .0，C1/上严格下降．

函数 y D ax与 y D loga x互为反函数．

五、三角函数

图 1.4.5是正弦函数 y D sinx .x 2 R/的图象，余弦函数 y D cosx .x 2 R/的图

象为图 1.4.6．
正切函数 y D tanx

�
x ¤ .kC 1=2/π，k D 0，˙1，˙2， : : :

�
的图象为图 1.4.7，而图

1.4.8是余切函数 y D cotx .x ¤ kπ，k D 0，˙1，˙2， : : : /的图象．

图 1.4.5 正弦函数 图 1.4.6 余弦函数

图 1.4.7 正切函数 图 1.4.8 余切函数

六、反三角函数

反三角函数不是一一对应的，为了讨论反函数，我们需要取定一个严格单调分

支．对于正弦函数，我们取
h
�

π
2
，

π
2

i
上这一严格上升分支；对于余弦函数，我们取

Œ0，π�上这一严格下降分支；对于正切函数，取
�
�

π
2
，

π
2

�
上这一严格上升分支；对

于余切函数，取 .0，π/上这一严格下降分支．每个分支都是一一对应的函数，所以
保证了反函数存在．

反正弦函数 y D arcsinx
�
x 2 Œ�1，1�，�

π
2

6 y 6
π
2

�
的图象为图 1.4.9；反余弦

函数 y D arccosx
�
x 2 Œ�1，1�，06 y 6 π

�
的图象为图 1.4.10．

反正切函数 y D arctanx
�
x 2 R，�

π
2
< y <

π
2

�
的图象为图 1.4.11；反余切函数

y D arccotx
�
x 2 R，0 < y < π

�
的图象为图 1.4.12．

例 1.4.1 作出函数 y D 1C 2sinπx的图象．

解 注意到
2sinπ.xC 2/D 2sinπx，
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图 1.4.9 反正弦函数 图 1.4.10 反余弦函数

图 1.4.11 反正切函数 图 1.4.12 反余切函数

由此可知函数 2sinπx是以 2为周期的周期函数，振幅为 2，因此可以先画出 2sinπx
一个周期的图形（见图 1.4.13），然后将此图象再往上平移 1个单位，即为所求函数

的图象（见图 1.4.14）． �

图 1.4.13 图 1.4.14 图 1.4.15

例 1.4.2 作出函数 y D sin
�
xC

π
4

�
的图象．

解 把这个函数与 y D sinx比较，发现这两个函数振幅相同，周期也相同，而
函数 y D sin

�
xC

π
4

�
在 x D �

π
4
处的值正好等于函数 y D sinx在 x D 0处的值，所

以函数 y D sin
�
xC

π
4

�
的图象，可以由函数 y D sinx的图象往左平移 π

4
个单位而

得到（见图 1.4.15）． �

例 1.4.3 证明，yn D cos.narccosx/是 Œ�1，1�上的 n次代数多项式．

证明 容易看出 y0 D 1，而 y1 D cos.arccosx/D x．

若结论对 k D 0，1， : : : ，n� 1已成立，要证 k D n时也成立．由恒等式

yn CynC2 D cos.narccosx/C cos
�
.n� 2/arccosx

�
D 2cos

�
.n� 1/arccosx

�
cos.arccosx/

D 2x �yn�1

由此可得
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yn D 2x �yn�1 �yn�2， n> 2�

由归纳假设，yn�1和 yn�2分别为 n� 1次和 n� 2次代数多项式，所以 yn是 n次代

数多项式． �
例 1.4.3中多项式 yn称为Чебышёв多项式．
例 1.4.4 设 f .x/D arctanx，g.x/D tanx，确定复合函数 f .g.x//与 g.f .x//，

并作出它们的图象．

证明 当 g.x/在 f 的值域
�
�

π
2
，

π
2

�
上考虑时，g与 f 互为反函数，所以

g
�
f .x/

�
� x， x 2 R，

图象为图 1.4.16．

图 1.4.16 图 1.4.17

为了确定 f
�
g.x/

�
，注意在 g的定义域上，f 不是 g的反函数，但由 g的周期性

可证 f Bg的周期性．因为 g.xC π/D g.x/，所以

f
�
g.xC π/

�
D f

�
g.x/

�
，

即 f
�
g.x/

�
也是周期为 π的周期函数，只要作出函数在一个周期上的图象即可．当

限制自变量在
�
�

π
2
，

π
2

�
区间时，f 是 g的反函数，由反函数定义

f
�
g.x/

�
D x， x 2

�
�

π
2
，

π
2

�
，

所以函数 f
�
g.x/

�
的图象（见图 1.4.17）为无穷多条平行的直线段．利用取整函数

的记号，可以统一表达式为

f
�
g.x/

�
D x�

h1
π

�
xC

π
2

�i
π， x ¤

�
kC

1

2

�
π，

上式中，k D 0，˙1，˙2， : : :． �
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复习题一

1. (1) 有一个身高为 a的人，在离路灯杆 b处沿一直线以匀速 c在路灯下行走，设

路灯高为 h.h > a/，确定他的头影的轨迹；

(2) 如果这个人沿着曲线 y D f .x/行进，重新确定他的头影的轨迹．

2. (1) 在同一坐标系上画出 y1 D sinx和 y2 D
2

π
x在 x 2

h
0，

π
2

i
部分的图象，并观

察 y1，y2的图象位置关系；

(2) 通过以上观察证明，在非钝角4ABC中，有 sinAC sinBC sinC > 2．
3. 证明 f .x/D sinxC cos

p
2x不是一个周期函数．

4. 设R.x/为一有理函数．证明，

(1) 若R.�x/DR.x/，则R.x/DR1.x
2/，这里R1为某一有理函数；

(2) 若R.�x/D �R.x/，则R.x/D xR2.x
2/，这里R2为某一有理函数．

5. 设 f .x/在R上有定义，若 f
�
f .x/

�
存在唯一的不动点，证明 f .x/也存在唯一

的不动点．

6. 设 f .x/在R上有定义，若 f
�
f .x/

�
有且仅有两个相异的不动点 a，b，证明只存

在下列两种情况：

(1) a和 b都是 f 的不动点； (2) f .a/D b，f .b/D a．



第二章 极 限

高等数学与初等数学的差别，除了研究对象不同外，主要是研究方法上的不

同．我们知道，初等数学的方法建立在有限观念上，而高等数学的方法则是建立在

无限观念之上．比如初等数学中要求一个数，通过有限步的代数运算，即可求出它

的准确值．但在客观上存在着这样一种数，若只进行有限步的代数运算，则无法求

得其准确的值．例如圆的面积和周长，用有限步代数运算就不能求得其准确值，必

须通过无限步逼近，即所谓极限方法，才能求出它的准确值，这就是高等数学的方

法．又比如初等数学要确定数的性质（如是否是素数），理论上通过有限步运算，就

能断定它是否具有这一性质；而高等数学要确定函数的性质，就要通过极限方法

才能确定它是否具有此性质．

所以理解极限概念、掌握极限方法，是能否学好高等数学的关键．只有掌握极

限这把钥匙，才能打开通向微积分的大门，变门外汉为驾驭微积分工具的主人．

§2.1 序列极限的定义

2.1.1 概念引入

试求由抛物线 y D x2、x轴、直线 x D 1所围成的曲边三角形的面积．

我们会求直边形的面积，不会求曲边形的面积．但是我们可以分两步来求出

曲边形面积：先是通过以直代曲，得到一系列越来越逼近曲边三角形面积的近似

值；然后考察这一系列近似值的变化趋势，从而确定出曲边三角形面积的准确值．

2.1.2 序列极限定义

习题 2.1

1.
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§2.2 序列极限的性质与运算

习题 2.2

1.

§2.3 确界与单调有界序列

习题 2.3

1.

§2.4 函数的极限

习题 2.4

1.

§2.5 函数极限的推广

2.5.1 自变量趋于无穷的情形

2.5.2 无穷大量

2.5.3 单侧极限

2.5.4 极限存在性

2.5.5 复合函数求极限

习题 2.5

1.

§2.6 两个重要极限

习题 2.6

1.



复习题二 � 35 �

§2.7 无穷小量的阶以及无穷大量的阶的比较

习题 2.7

1.

§2.8 用肯定语气叙述极限不是某常数

2.8.1 极限不是某常数的肯定描述

2.8.2 序列极限与函数极限的关系

习题 2.8

1.

复习题二

1.
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§3.1 连续与间断

习题 3.1

1.

§3.2 连续函数的性质

习题 3.2

1.

§3.3 连续函数的中间值性质

习题 3.3

1.

§3.4 初等函数的连续性

习题 3.4

1.
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§3.5 有界闭区间上连续函数的性质

习题 3.5

1.

复习题三

1.



第四章 导数与微分

§4.1 导数概念

习题 4.1

1.

§4.2 导数的几何意义与极限

习题 4.2

1.

§4.3 导数的四则运算

习题 4.3

1.

§4.4 复合函数求导

4.4.1 复合函数求导

4.4.2 隐函数微分法

4.4.3 对数微分法

习题 4.4

1.
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§4.5 反函数与参数式求导

4.5.1 反函数求导

4.5.2 参数式求导

4.5.3 极坐标式求导

习题 4.5

1.

§4.6 微 分

4.6.1 微分定义

4.6.2 微分与导数

4.6.3 微分的几何意义

4.6.4 一阶微分形式的不变形

4.6.5 微分的应用

习题 4.6

1.

§4.7 高阶导数与高阶微分

4.7.1 高阶导数

4.7.2 Leibniz公式

4.7.3 其它函数关系的高阶导数

4.7.4 高阶微分

习题 4.7

1.
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复习题四

1.



第五章 利用导数研究函数

§5.1 微分中值定理

习题 5.1

1.

§5.2 L’Hôpital法则

5.2.1
0

0
型不定式

5.2.2
1

1
型不定式

5.2.3 其它类型不定式

习题 5.2

1.

§5.3 Taylor公式

5.3.1 Peano余项的 Taylor公式

5.3.2 Lagrange余项的 Taylor公式

5.3.3 应用

习题 5.3

1.
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§5.4 函数的升降与极值

5.4.1 函数的升降

5.4.2 极值

5.4.3 函数在一点的升降

习题 5.4

1.

§5.5 函数的凹凸与拐点

5.5.1 函数的凹凸性

5.5.2 应用

5.5.3 拐点

习题 5.5

1.

§5.6 函数作图

习题 5.6

1.

§5.7 方程求根

习题 5.7

1.



复习题五 � 43 �

复习题五

1.



第六章 不定积分

§6.1 不定积分概念

习题 6.1

1.

§6.2 积分表与线性性质

习题 6.2

1.

§6.3 换元法

6.3.1 第一换元法

6.3.2 第二换元法

习题 6.3

1.

§6.4 分部积分法

习题 6.4

1.
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§6.5 有理函数的积分

习题 6.5

1.

§6.6 三角函数有理式的积分

习题 6.6

1.

§6.7 无理函数的积分

6.7.1
Z

R

�
x，

m

s
ax C b

cx C d

�
dx型积分

6.7.2 二项式微分式积分

6.7.3
Z

R
�
x，

p
ax2 C bx C c

�
dx型积分

习题 6.7

1.

复习题六

1.
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第二册前言

本书是北京大学数学系沈燮昌教授，方企勤、廖可人、李正元副教授合编的《数

学分析》一书中的第二册．第一册由方企勤副教授执笔，第二册主要由沈燮昌教授

执笔，第三册由廖可人、李正元副教授执笔．全书三册有我统一看过一遍，并做了

一些修改．

本册内容包括定积分，定积分的应用，实数空间，广义积分，数值级数，函数项

级数，幂级数和 Fourier级数等共八章，其中实数空间这一章由方企勤副教授执笔．
正如第一册前言所说，为了使难点分散和便于理解，我们商定讲极限分成两大

部分来讲，在第一册中介绍极限基础．这里，即第二册中进一步介绍实数空间；从

直观的有理数的分割法开始引入实数，然后研究实数是一个有序域，进而证明它是

一个实数空间．此外还引入了连通性，紧性以及完备性等重要概念，并说明这些概

念本质上用到些什么内容，这对于今后进一步学习一些抽象空间是有启发的．

对于 Riemann积分，我们还是用通常直观的方法引入其定义，但是我们说明
了，为了保证积分存在，就需要研究函数在每一个小的分割区间上的偏差性质．从

而引入了积分的大和、小和以及它们的下确界及上确界，而Riemann和正是位于这
两者之间，因此自然地引入上、下积分的概念．这样一来，我们就能给出Riemann
积分存在的另两个等价的定理，这给具体使用带来了较大的方便．

对于一些概念的引进，我们尽量给予直观的解释以利于读者理解这些概念．

例如在讲有理数分划能确定一个实数时，我们用形象“排队”的说法，只要知道前面

是什么人，而后面又是什么人后就可以确定自身的位置．对于Abel变换，除了给出
这个变换的分析表达式以外，还给出了对面积进行不同的分法而得到的同一个结

果的解释．

在本册中还渗透了无穷小量阶的思想，这对研究级数和广义积分的收敛与发

散性更能看清其本质，而且也易于判别．

此外，还给出定积分的几种近似计算方法并利用简洁的方法给出了误差估计

式．考虑到目前是广泛地使用电子计算机的时代，初步了解一些计算方法以及知

道误差估计的重要性，这对学生来说无疑是有好处的．

本册还给出了很多例题，由易而难，有些例子不仅是较有趣，而且也给出一些
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重要的结果．这些例题可以使学生加深对理论的理解并且对如何灵活地使用学到

的理论会起到重要的示范作用．

这里还介绍了两个逼近定理，过去在常见的教科书中，总是用Bernstein多项
式来实现多项式逼近，这个多项式对于初学者来说是很难理解的．这里介绍了多

项式逼近定理的 Lebesgue证明，首先用折线来逼近连续函数，然后再利用幂级数
展开的方法来逼近折线函数．这样的证明比较直观、易懂，且也是所学过的方法的

灵活运用．

作者在书写本书过程中深深地感到，对于像这类基本内容都已经比较成熟的

教科书，如何进行改革，一方面要使学生容易接受，能够通过学习掌握一些最基本

的知识且在能力上有所提高，另一方面又能适当地现代化，这是一件很不容易做到

的事情．希望广大读者多多地提出宝贵意见．

作者感谢李正元副教授，他仔细地阅读了原稿，并提出了很多宝贵的意见．作

者也感谢欧阳光中副教授、董延闿教授仔细地审阅了原稿，并提出了很多改进意

见．

沈燮昌

1985年 3月于北京大学数学系
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第三册前言

北京大学数学系编的《数学分析》分三册出版．第一册由方企勤副教授编写，

第二册由沈燮昌教授编写，本书是第三册，内容包括多元函数的微分学和积分学，

还有含参变量的积分．

本书是我们在北京大学数学系多年讲授《数学分析》课的基础上编写成的．

我们力图使本书在微积分教学现代化方面有较充分而恰当的体现，使它既适应于

现代科学技术和数学发展的需要，又切合我国的实际教学情况．

本套《数学分析》教材仍按原来的传统，先讲一元函数微积分（第一册和第二

册），然后再讲多元函数微积分学，由浅入深，便于学生掌握．但是，对于多元函数，

我们没有按照过去的习惯讲法，从二元、三元讲起，再过渡到m.m > 4/元，而是直

接讲m.m> 2/元．不仅多元微分学是这样，多元积分学也是这样．实践证明，只要

对m.m > 2/维 Euclid空间的完备性，空间中点集的列紧性、紧致性和连通性等性
质作了比较深入的阐述，使学生对m.m> 2/维与一维 Euclid空间之间的异同有一
个比较清楚的认识，直接讲m.m > 2/元是可行的．这不仅节省了教学时间，更重

要的是适应了发展的前景，使读者更容易从 Euclid空间过渡到度量空间以及更一
般的拓扑空间中去．

本书对向量空间极为重视，不仅增加了这方面的内容，而且将其应用贯穿于本

书之中．在向量微分学这一章（第十七章）里，用线性变换定义向量函数的导数，这

是古典微积分中导数概念的深化和发展，有利于学生掌握导数概念的实质和应用．

在此基础上，我们用压缩映射原理证明反函数的存在和可微定理，并由此推出隐函

数的存在和可微定理．显然，这一部分内容相对来说较为抽象，不够直观，难度稍

大一些，初学者不容易掌握．为此，在讲授这些内容之前，在第十六章里先讨论了

多元数值函数的微分学，还用几何直观较强的方法证明了由一个方程式确定的隐

函数存在和可微定理，为学生学习向量函数微分学铺设阶梯和桥梁，循序渐进，逐

步提高到预定的理论高度．这样做，免不了有一些重复，但这不是简单重复，而是

螺旋式地上升．

在多元积分学这一章（第二十章）里，我们简要地介绍了 Jordan测度及其主要
性质．之所以要增加这一部分的内容，一方面是由于我们直接讲m.m > 2/重积
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分，Jordan测度是不可少的；另一方面也是由于 Jordan测度本身有许多可取之处．
Jordan测度是各种测度中最简单而直观的一种，容易为初学者接受和掌握．应用
Jordan测度，可以明确给出重积分中许多定理成立的条件，并简化定理的证明．先
在数学分析课中讲 Jordan测度，在实变函数等后续课程再讲 Lebesgue测度和抽象
测度，学生就有可能对各种测度之间进行分析对比，加深对测度概念实质的认识，

了解各种积分之间差异的由来．

对于m.m > 2/重积分的变量替换公式，我们给出了公式成立的两个充分条

件，并给予严格证明．这两个定理的证明是在向量函数微分学的基础上进行的．我

们先介绍正则变换及其性质，然后证明在最简单的正则变换下重积分的变量替换

公式成立，再利用一般的正则变换可以局部地分解为最简单的正则变换的复合来

证明一般的变量替换公式．这样做，一方面通过运用可以巩固和加强向量函数微

分学的基础；另一方面可以明确认识作变量替换时要满足的条件，灵活而又准确

地运用公式计算m重积分．显然，如果在讲授这两个变量替换定理之前，先介绍单

位分解这一近代分析的重要概念，利用单位分解定理来证明这两个定理，不仅可以

简化这两个定理的证明，而且更接近于流形上的积分的处理方法，只是考虑到教学

大纲的要求和学时的限制，我们没有这样做．

按照教学大纲的要求，我们不讲流形及流形上的微积分，仍按传统，只讲R3中

的曲线积分和曲面积分，但是场论在数学分析课中是十分重要的内容，需要加强．

我们在从物理意义引进场论的散度和旋度概念时作了比较深入细致的分析．为了

突出Gauss公式和 Stokes公式的物理意义，这两个公式都放在场论中讨论，都是先
从直观引出，再作严格的证明．考虑到R2中Green公式的证明是比较典型的，这
一公式又是 Stokes公式证明的基础，我们在曲线积分这一章（第二十一章）里先讲
这一公式，让学生预先熟悉这一公式的证明和应用．

本书在加强多元微积分理论的同时，对多元微积分的计算也给予高度的重视，

选取了一定数量的例题，细致分析解题的典型方法和技巧，作为示范．

考虑到一些不学流形上的微积分的读者阅读近代文献资料的需要，我们特编

写了《微分形式和 Stokes公式》作为附录．
使用本书进行教学时，可以根据学时和学生的水平灵活掌握要求，根据实际情

况对内容进行删节和改变讲法．例如，凡是有 �标记的章节可以略去；对于隐函数

存在定理的证明，可以重点讲由一个式子确定的隐函数；对于重积分变量替换定

理，可以只讲二重积分替换公式的证明；对于重积分的计算，可以只限于二、三重

积分等等．

本书的初稿，第十五章至第十九章由李正元编写，第二十章至第二十三章由廖

可人编写．附录的初稿由方企勤提供，廖可人改编和补充．

方企勤副教授除了提供附录的初稿之外，还对本书正文作了修改，沈燮昌教授

具体负责本书编写的组织和审定工作，对本书提过不少宝贵意见，欧阳光中副教授
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和董延闿教授在审阅本书时也提出许多宝贵意见，高等教育出版社的责任编辑文

小西同志为本书的出版做了许多深入细致的工作．我们在此谨向他们表示衷心的

谢意．

由于编者水平所限，书中难免有不妥或错误之处，敬请读者赐教指正．

廖可人 李正元

1985年 9月于北京大学数学系
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18.3.1 极值的必要条件

18.3.2 极值的充分条件

18.3.3 求最大值或最小值的方法

习题 18.3

1.
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§18.4 条件极值问题

18.4.1 条件极值的必要条件与 Lagrange乘子法

18.4.2 几个例子

习题 18.4

1.

§18.5 最小二乘法

习题 18.5

1.

复习题十八

1.



第十九章 含参变量的积分

§19.1 含参变量的定积分

习题 19.1

1.

§19.2 极限函数的性质

19.2.1 一致收敛性

19.2.2 极限函数的性质

§19.3 含参变量的广义积分

19.3.1 积分的一致收敛性

19.3.2 含参变量的无穷积分的性质

习题 19.3

1.

§19.4 计算含参变量积分的几个例子
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§19.5 Euler积分——B函数与 � 函数

19.5.1 B函数
19.5.2 �函数

习题 19.5

1.

复习题十九

1.



第二十章 重积分

§20.1 引 言

§20.2 Rm空间图形的 Jordan测度

20.2.1 Rm中图形的容积

20.2.2 点集为可测图形的充要条件

20.2.3 点集为可测图形的充分条件

习题 20.2

1.

§20.3 在Rm上的Riemann积分

20.3.1 m重积分定义

20.3.2 可积的充要条件

20.3.3 可积函数类

20.3.4 可积函数的性质

习题 20.3

1.
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§20.4 化重积分为累次积分

20.4.1 化重积分为累次积分的公式

20.4.2 二重积分计算

20.4.3 三重积分计算

20.4.4 n重积分计算

习题 20.4

1.

§20.5 重积分的变量替换

20.5.1 正则变换及其性质

20.5.2 重积分的变量替换

20.5.3 极坐标变换

20.5.4 二重积分的其它变换

习题 20.5

1.

§20.6 重积分的变量替换（续）

20.6.1 柱坐标变换

20.6.2 球坐标变换

20.6.3 三重积分的其它变换

20.6.4 n重积分的变量替换

习题 20.6

1.
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§20.7 重积分在力学上的应用

20.7.1 物体的重心

20.7.2 转动惯量

20.7.3 引力场的位势

习题 20.7

1.

复习题二十

1.



第二十一章 曲线积分

§21.1 与曲线有关的一些概念

21.1.1 弧段的直径、弦长与对应的参数值

21.1.2 曲线的定向

21.1.3 可求长曲线

习题 21.1

1.

§21.2 第一型曲线积分

21.2.1 第一型曲线积分概念

21.2.2 第一型曲线积分化为定积分

21.2.3 第一型曲线积分在力学上的应用

习题 21.2

1.

§21.3 第二型曲线积分

21.3.1 第二型曲线积分概念

21.3.2 第二型曲线积分的存在与计算

21.3.3 用折线上的积分逼近曲线上的积分
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21.3.4 第一、二型曲线积分的联系

21.3.5 第二型曲线积分的应用

习题 21.3

1.

§21.4 平面上的第二型曲线积分与Green公式

21.4.1 平面闭曲线的定向

21.4.2 Green公式

21.4.3 Green公式的若干应用与例子

21.4.4 平面上的分部积分公式与 Green第一、第二公式

21.4.5 正则变换下闭曲线定向的变化

习题 21.4

1.

复习题二十一

1.



第二十二章 曲面积分

§22.1 曲面概念

§22.2 曲面的面积

22.2.1 由显方程表示的曲面

22.2.2 由参数方程表示的内部光滑曲面

22.2.3 例 子

习题 22.2

1.

22.2.4 Schwarz反例

习题 22.2

1.

§22.3 第一型曲面积分

22.3.1 第一型曲面积分定义

22.3.2 第一型曲面积分计算

22.3.3 例 子

习题 22.3

1.
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§22.4 曲面的侧

习题 22.4

1.

§22.5 第二型曲面积分

22.5.1 第二型曲面积分概念

22.5.2 第二型曲面积分计算

习题 22.5

1.

复习题二十二

1.



第二十三章 场 论

§23.1 场的表示法

§23.2 方向场的通量、散度和Gauss公式

23.2.1 通量和散度概念

23.2.2 散度的计算

23.2.3 Gauss公式

23.2.4 Green公式和 Gauss公式的关系

23.2.5 Gauss公式的应用与例子

习题 23.2

1.

§23.3 向量场的环量和旋度

23.3.1 向量场的环量与方向旋量

23.3.2 方向旋量的存在和计算、旋度概念

23.3.3 Stokes公式

习题 23.3

1.
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§23.4 保守场与势函数

23.4.1 保守场概念

23.4.2 保守场的势函数

23.4.3 保守场的判别方法

23.4.4 平面向量场情形的说明

23.4.5 保守场的势函数的求法

习题 23.4

1.

复习题二十三

1.





附录 微分形式与 Stokes公式

A.1 反对称的 k重线性函数

A.2 k次微分形式、外微分

习题 A.2

1.

A.3 微分形式的变量替换

习题 A.3

1.

A.4 流形与流形上的积分

A.5 Gauss定理

A.6 Stokes公式
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