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(闭卷笔试 90 分钟)
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一、选择题 (每题 3 分，共 15 分)
阅卷人

得 分

1. 极限 lim
x→∞

sin x
x

= ( C )

(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) ∞.

2. 下列说法正确的是 ( )
(A) 分段函数一定不是初等函数.
(B) 若 lim

n→∞
xnyn = 0, 则必有 lim

n→∞
xn = 0 或 lim

n→∞
yn = 0.

(C) 若 f (x) 在 (a, b) 内连续，则 f (x) 在 (a, b) 内必有界.
(D) 若 lim

n→∞
xn = a(a 为有限实数)，则数列 {xn} 必有界.

3. 方程 4x2 + y2 + z2 = 4 表示的曲面方程是 ( C )
(A) 单叶双曲面. (B) 双叶双曲面. (C) 椭球面. (D) 抛物面.

4. 二元函数 f (x, y) 在点 (x0, y0) 处两个偏导数 fx(x0, y0), fy(x0, y0) 存在是 f (x, y) 在该点连

续的 ( D )
(A) 充分而非必要条件. (B) 必要而非充分条件.
(C) 充分必要条件. (D) 既非充分也非必要条件.

5. 设有平面区域 D = {(x, y) | −a ⩽ x ⩽ a, x ⩽ y ⩽ a} , D1 = {(x, y) | 0 ⩽ x ⩽ a, x ⩽ y ⩽ a} ,
则

"
D

(xy + cos x sin y)dxdy = ( D )

(A) 0. (B) 4

"
D1

(xy + cos x sin y)dxdy.

(C) 2

"
D1

xydxdy. (D) 2

"
D1

cos x sin ydxdy.

(A) 3π (B) 2π (C) π (D) 1

二、判断题: 正确 √, 错误 × (每题 2 分)阅卷人

得 分

6. 若 f (x) 在 (a, b) 上连续，则 f (x) 在 (a, b) 上一定可导. ( × )

7. 函数 f (x) 在 x = x0 处可导是函数 f (x) 在 x = x0 处可微的充要条件. (
√

)

8. 函数 f (x) = x5 + x − 1 在 (0, 1) 内存在唯一解. (
√

)

9. M(0, 0) 为 f (x, y) = x6 + sin2(x y) 的一个极小值点. (
√

)

10. 若
∞∑

n=1
un 与

∞∑
n=1

vn 都发散, 则
∞∑

n=1
(un + vn) 也一定发散. ( × )

三、填空题 (每题 3 分, 共 15 分)阅卷人

得 分

11. lim
x→∞

(1 − x)
1
x = e−1 .

12. 设 z = u2 ln v , 而 u =
x
y
, v = x − y , 则 ∂z

∂x
=

2x
y2

ln(x − y) +
x2

y2(x − y)
.

13. 函数 f (x, y) = xey 在点 (1, 0) 处的梯度为 ∇ f = (1, 2) .

14. 把二次积分
∫ 1

0

dx
∫ √

1−x2

0

f (x, y)dy 化为极坐标形式的二次积分为∫ π/2

0

dθ
∫ 1

0

f (ρ cos θ, ρ sin θ)ρdρ .

15. 设幂级数
∞∑

n=0
anxn 的收敛半径为 3, 则幂级

∞∑
n=0

anx2n 的收敛半径为
√
3 .
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四、多元函数微分法 (每题 7 分, 共 21 分)
阅卷人

得 分

16. 设 a = (3, 4, 5), b = (1,−2, 3), 求 a · b, a 在 b 上的投影, a × b.

解: a · b = 3 − 8 + 15 = 10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2’)

(a)b =
a · b
|b| =

10
√
14

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2’)

a × b =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
3 4 5

1 −2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (22,−4,−10). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3’)

17. 求过点 A(1, 2,−1), B(2, 3, 0),C(3, 3, 2) 的三角形 △ABC 的面积和它们确定的平面方程.

解：由题设
−−→
AB = (1, 1, 1),

−−→
AC = (2, 1, 3), . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2’)

故
−−→
AB × −−→AC =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
1 1 1

2 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (2,−1,−1),

三角形 △ABC 的面积为 S △ABC =
1

2
| −−→AB × −−→AC |= 1

2

√
6. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2’)

所求平面的方程为 2(x − 2) − (y − 3) − z = 0, 即 2x − y − z − 1 = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3’)

18. 设函数 z = f (u, v) 具有一阶连续偏导数, z = f (x2 + y2,
x
y
), 求 ∂z

∂x
,
∂z
∂y

, 并写出全微分 dz.

解：
∂z
∂x

= 2x f ′1 +
1

y
f ′2, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3’)

∂z
∂y

= 2y f ′1 −
x
y2

f ′2, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(3’)

dz =
∂z
∂x

dx +
∂z
∂y

dy

= (2x f ′1 +
1

y
f ′2)dx + (2y f ′1 −

x
y2

f ′2)dy, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1’)

五、重积分 (每题 7 分, 共 21 分)阅卷人

得 分

19. 计算二重积分
"

D

sin x
x

dσ, 其中 D = {(x, y) | 0 ⩽ x ⩽ π, 0 ⩽ y ⩽ πx}.

解：

"
D

sin x
x

dσ =

∫ π

0

sin x
x

dx
∫ πx

0

dy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(2’)

=

∫ π

0

sin x
x

(πx − 0)dx = π

∫ π

0

sin xdx . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3’)

= π
[
− cos x

]π
0
= 2π . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(2’)

20. 计算二重积分
"

D

ex2+y2dσ, 其中 D = {(x, y)
∣∣∣∣x2 + y2 ⩽ 25}.

x

y

−1 0 1 2 3 4

−1

0

1

2

3

f (x) = x

f (x) = 1
20

ex

f (x) = sin x

f (x) = x3 − 4x + 2

解： D : 0 ⩽ θ ⩽ 2π, 0 ⩽ ρ ⩽ 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2’)"
D

ex2+y2dσ =

∫ 2π

0

dθ
∫ 5

0

eρ2ρdρ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2’)

= 2π ·
[1
2

eρ2
]5
0
= π(e25 − 1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3’)

21. 计算三重积分
$
Ω

zdxdydz, 其中 Ω 是由 圆锥面 z =
√

x2 + y2 和平面 z = 4 围成的闭

区域.

解： Ω = {(x, y, z) | x2 + y2 ⩽ z2, 0 ⩽ z ⩽ 4} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2’)$
Ω

zdxdydz =
∫ 4

0

zdz
"
Dz

dxdy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3’)

=

∫ 4

0

z × πz2dz =
πz4

4

∣∣∣∣4
0
= 64π . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2’)
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六、无穷级数 (本题 13 分)
阅卷人

得 分

22. 求幂级数
∞∑

n=1

(x − 1)n

n · 3n
的收敛域与和函数 s(x).

解：令 t = x − 1, 上述级数变为
∞∑

n=1

(x − 1)n

n · 3n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2’)

因为 ρ = lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

n · 3n

(n + 1) · 3n+1
=

1

3
, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2’)

所以，收敛半径 R = 3 收敛区间 |t| < 3, 即 −2 < x < 4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3’)

当 x = 4 时，级数变为
∞∑

n=1

1

n
, 这级数发散，当 x = −2 时，级数变为

∞∑
n=1

(−1)n

n
, 这级数

收敛, 原级数的收敛域为 [−2, 4). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2’)

设 s(x) =
∞∑

n=1

(x − 1)n

n · 3n
, 则

s′(x) =
∞∑

n=1

(
(x − 1)n

n · 3n

)′
=

∞∑
n=1

(x − 1)n−1

3n
=

1
3

1 − x−1
3

=
1

4 − x

s(1) = 0, s(x) = s(1) +
∫ x

1

s′(t)dt = 0 +

∫ x

1

1

4 − t
dt

= − ln(4 − t)
∣∣∣∣x
1
= ln 3 − ln(4 − x),−2 ⩽ x < 4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4’)
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